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Abstract

本稿では p 進数体 Q p 上の複素数値関数に関する Stockwell 変換を構成し，ウェーブ
レット変換との関係やその性質をみる．特に，関数がその p 進ノルムの値にのみ依存
するような場合，その Stockwell 変換も p 進ノルムにのみしか依存せず，変換が無限和
で表現できることがわかった．

キーワード Stockwell 変換，p 進数，p 進解析．

1 ．Introduction

有理数体 Qを絶対値 |・| から定まる Euclid 距離で完備化することにより，実数体 R
が構成される．一方で，Qを p 進ノルム |・|p で完備化することにより，p 進数体 Q p が
得られる．この p 進数体 Q p は KurtHensel によって1897年に導入されたものである．
0 でない p 進数 x ∈ Q p で，| x |p＝p° を満たすものは，次のように p 進展開できる；

p進数体上の複素数値関数に対する
Stockwell変換の構成

鈴木 俊夫

Abstract

本稿では p進数体Qp上の複素数値関数に関する Stockwell変換を構
成し，ウェーブレット変換との関係やその性質をみる．特に，関数がそ
の p進ノルムの値にのみ依存するような場合，その Stockwell変換も p
進ノルムにのみしか依存せず，変換が無限和で表現できることがわかっ
た．

キーワード Stockwell変換， p進数，p進解析．

1 Introduction

有理数体Qを絶対値 | · |から定まるEuclid距離で完備化することにより，実
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ものは，次のように p進展開できる；

x = p−γ(x0 + x1p+ x2p
2 + · · ·),

ここで，0 ≤ xk ≤ p− 1, x0 ̸= 0 である．
Fourier解析は，時間周波数解析の中で最も有名な解析手法である．この

手法は，信号処理や・・・等，様々な分野で応用されている．Fourier変換は無
限大の台の長さを持つ sinや cosを用いた変換であるため，対象とする関数
（信号）時間局所的な情報を見ることが難しい．そこで，窓関数をかけて局所
的な情報を見るという，窓 Fourier変換が考案された．一方，小さな波の平
行移動と拡大縮小の重ね合わせで，関数を解析するというウェーブレット解
析が近年で大きな発展を遂げている．この窓 Fourier変換とウェーブレット

1

.
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う，窓 Fourier 変換が考案された．一方，小さな波の平行移動と拡大縮小の重ね合わせ
で，関数を解析するというウェーブレット解析が近年で大きな発展を遂げている．こ
の窓 Fourier 変換とウェーブレット変換を組み合わせた変換が，近年注目されている
Stockwell 変換である（［2］，［5］，［7］を見よ）．
x ∈ Qp，|x |p＝x° に対して，x の小数部分を次のように定める．

変換を組み合わせた変換が，近年注目されている Stockwell変換である（[2]，
[5]，[7]を見よ）．

x ∈ Qp，|x|p = xγに対して，xの小数部分を次のように定める．

{x}p =
{

0 if γ ≥ 0 or x = 0,
pγ(x0 + x1p+ · · ·+ x|γ|−1p

|γ|−1) if γ < 0.

これを用いて，Qpの加法群としての指標を χp(ξx) = exp(2πi{ξx}p)とおき，
f ∈ L2(Qp)に対して，

F [f ](ξ) =
∫

Qp

f(x)χp(ξx)dx

を f の p進 Fourier変換という．
時間局所的な情報を解析したいときに，窓 Fourier変換（短時間 Fourier

変換，Gabor変換とも）やウェーブレット変換が用いられる．窓 Fourier変
換は解析したい関数に窓関数 g ∈ L1(Qp) ∩ L2(Qp)を動かすことで，局所的
な時間における周波数解析を行えるのが特徴である．f ∈ L2(Qp)に対して，
p進窓 Fourier変換を

(Gφf)(b, ξ) =
1

∥g∥2

∫

Qp

f(x)φ(x− b)χp(ξx)dx, b, ξ ∈ Qp

と定める（[4]を見よ）．またウェーブレット変換は，ウェーブレットと呼ば
れる有限時間長，もしくは時間減衰する関数の拡大縮小で信号を解析する手
法である（[1]を見よ）．ψ ∈ L1(Qp) ∩ L2(Qp)が

cψ =
∫

Qp

|ψ̂(a)|2

|a|p
da < ∞,

を満たすとき，ψを（p進）ウェーブレットという．α ∈ Rとする．f ∈ L2(Qp)
に対して，p進（連続）ウェーブレット変換を

(Ωψf)(a, b) =
1

√
cψ|a|αp

∫

Qp

f(x)ψ

(
x− b

a

)
dx

と定める（[3]を見よ）．ここで， g(x)は g(x)の複素共役を表す．
Stockwell変換（S変換）は窓Fourier変換とウェーブレット変換のハイブ

リット変換と言われている．1996年にR. G. Stockwell, L. Mansinha, R. P.
Loweによって [5]で提案されたもので，現在その応用が注目されている変換

2

if
if

これを用いて，Qp の加法群としての指標を Âp（»x）＝ exp（2πi｛ξx｝p）とおき，f ∈ L2（Qp）
に対して，

変換を組み合わせた変換が，近年注目されている Stockwell変換である（[2]，
[5]，[7]を見よ）．

x ∈ Qp，|x|p = xγに対して，xの小数部分を次のように定める．

{x}p =
{

0 if γ ≥ 0 or x = 0,
pγ(x0 + x1p+ · · ·+ x|γ|−1p

|γ|−1) if γ < 0.

これを用いて，Qpの加法群としての指標を χp(ξx) = exp(2πi{ξx}p)とおき，
f ∈ L2(Qp)に対して，

F [f ](ξ) =
∫

Qp

f(x)χp(ξx)dx

を f の p進 Fourier変換という．
時間局所的な情報を解析したいときに，窓 Fourier変換（短時間 Fourier

変換，Gabor変換とも）やウェーブレット変換が用いられる．窓 Fourier変
換は解析したい関数に窓関数 g ∈ L1(Qp) ∩ L2(Qp)を動かすことで，局所的
な時間における周波数解析を行えるのが特徴である．f ∈ L2(Qp)に対して，
p進窓 Fourier変換を

(Gφf)(b, ξ) =
1

∥g∥2

∫

Qp

f(x)φ(x− b)χp(ξx)dx, b, ξ ∈ Qp

と定める（[4]を見よ）．またウェーブレット変換は，ウェーブレットと呼ば
れる有限時間長，もしくは時間減衰する関数の拡大縮小で信号を解析する手
法である（[1]を見よ）．ψ ∈ L1(Qp) ∩ L2(Qp)が

cψ =
∫

Qp

|ψ̂(a)|2

|a|p
da < ∞,

を満たすとき，ψを（p進）ウェーブレットという．α ∈ Rとする．f ∈ L2(Qp)
に対して，p進（連続）ウェーブレット変換を

(Ωψf)(a, b) =
1

√
cψ|a|αp

∫

Qp

f(x)ψ

(
x− b

a

)
dx

と定める（[3]を見よ）．ここで， g(x)は g(x)の複素共役を表す．
Stockwell変換（S変換）は窓Fourier変換とウェーブレット変換のハイブ

リット変換と言われている．1996年にR. G. Stockwell, L. Mansinha, R. P.
Loweによって [5]で提案されたもので，現在その応用が注目されている変換

2

を f の p 進 Fourier 変換という．
時間局所的な情報を解析したいときに，窓 Fourier 変換（短時間 Fourier 変換，

Gabor 変換とも）やウェーブレット変換が用いられる．窓 Fourier 変換は解析したい関
数に窓関数 g ∈L1（Qp）∩ L2（Qp）を動かすことで，局所的な時間における周波数解析を
行えるのが特徴である．f ∈L2（Qp）に対して，p 進窓 Fourier 変換を

変換を組み合わせた変換が，近年注目されている Stockwell変換である（[2]，
[5]，[7]を見よ）．

x ∈ Qp，|x|p = xγに対して，xの小数部分を次のように定める．

{x}p =
{

0 if γ ≥ 0 or x = 0,
pγ(x0 + x1p+ · · ·+ x|γ|−1p

|γ|−1) if γ < 0.

これを用いて，Qpの加法群としての指標を χp(ξx) = exp(2πi{ξx}p)とおき，
f ∈ L2(Qp)に対して，

F [f ](ξ) =
∫

Qp

f(x)χp(ξx)dx

を f の p進 Fourier変換という．
時間局所的な情報を解析したいときに，窓 Fourier変換（短時間 Fourier

変換，Gabor変換とも）やウェーブレット変換が用いられる．窓 Fourier変
換は解析したい関数に窓関数 g ∈ L1(Qp) ∩ L2(Qp)を動かすことで，局所的
な時間における周波数解析を行えるのが特徴である．f ∈ L2(Qp)に対して，
p進窓 Fourier変換を

(Gφf)(b, ξ) =
1

∥g∥2

∫

Qp

f(x)φ(x− b)χp(ξx)dx, b, ξ ∈ Qp

と定める（[4]を見よ）．またウェーブレット変換は，ウェーブレットと呼ば
れる有限時間長，もしくは時間減衰する関数の拡大縮小で信号を解析する手
法である（[1]を見よ）．ψ ∈ L1(Qp) ∩ L2(Qp)が

cψ =
∫

Qp

|ψ̂(a)|2

|a|p
da < ∞,

を満たすとき，ψを（p進）ウェーブレットという．α ∈ Rとする．f ∈ L2(Qp)
に対して，p進（連続）ウェーブレット変換を

(Ωψf)(a, b) =
1

√
cψ|a|αp

∫

Qp

f(x)ψ

(
x− b

a

)
dx

と定める（[3]を見よ）．ここで， g(x)は g(x)の複素共役を表す．
Stockwell変換（S変換）は窓Fourier変換とウェーブレット変換のハイブ

リット変換と言われている．1996年にR. G. Stockwell, L. Mansinha, R. P.
Loweによって [5]で提案されたもので，現在その応用が注目されている変換

2

変換を組み合わせた変換が，近年注目されている Stockwell変換である（[2]，
[5]，[7]を見よ）．

x ∈ Qp，|x|p = xγに対して，xの小数部分を次のように定める．

{x}p =
{

0 if γ ≥ 0 or x = 0,
pγ(x0 + x1p+ · · ·+ x|γ|−1p

|γ|−1) if γ < 0.

これを用いて，Qpの加法群としての指標を χp(ξx) = exp(2πi{ξx}p)とおき，
f ∈ L2(Qp)に対して，

F [f ](ξ) =
∫

Qp

f(x)χp(ξx)dx

を f の p進 Fourier変換という．
時間局所的な情報を解析したいときに，窓 Fourier変換（短時間 Fourier

変換，Gabor変換とも）やウェーブレット変換が用いられる．窓 Fourier変
換は解析したい関数に窓関数 g ∈ L1(Qp) ∩ L2(Qp)を動かすことで，局所的
な時間における周波数解析を行えるのが特徴である．f ∈ L2(Qp)に対して，
p進窓 Fourier変換を

(Gφf)(b, ξ) =
1

∥g∥2

∫

Qp

f(x)φ(x− b)χp(ξx)dx, b, ξ ∈ Qp

と定める（[4]を見よ）．またウェーブレット変換は，ウェーブレットと呼ば
れる有限時間長，もしくは時間減衰する関数の拡大縮小で信号を解析する手
法である（[1]を見よ）．ψ ∈ L1(Qp) ∩ L2(Qp)が

cψ =
∫

Qp

|ψ̂(a)|2

|a|p
da < ∞,

を満たすとき，ψを（p進）ウェーブレットという．α ∈ Rとする．f ∈ L2(Qp)
に対して，p進（連続）ウェーブレット変換を

(Ωψf)(a, b) =
1

√
cψ|a|αp

∫

Qp

f(x)ψ

(
x− b

a

)
dx

と定める（[3]を見よ）．ここで， g(x)は g(x)の複素共役を表す．
Stockwell変換（S変換）は窓Fourier変換とウェーブレット変換のハイブ

リット変換と言われている．1996年にR. G. Stockwell, L. Mansinha, R. P.
Loweによって [5]で提案されたもので，現在その応用が注目されている変換

2

と定める（［4］を見よ）．またウェーブレット変換は，ウェーブレットと呼ばれる有限時
間長，もしくは時間減衰する関数の拡大縮小で信号を解析する手法である（［1］を見よ）．
Ã∈ L1（Qp）∩L2（Qp）が

変換を組み合わせた変換が，近年注目されている Stockwell変換である（[2]，
[5]，[7]を見よ）．

x ∈ Qp，|x|p = xγに対して，xの小数部分を次のように定める．

{x}p =
{

0 if γ ≥ 0 or x = 0,
pγ(x0 + x1p+ · · ·+ x|γ|−1p

|γ|−1) if γ < 0.

これを用いて，Qpの加法群としての指標を χp(ξx) = exp(2πi{ξx}p)とおき，
f ∈ L2(Qp)に対して，

F [f ](ξ) =
∫

Qp

f(x)χp(ξx)dx

を f の p進 Fourier変換という．
時間局所的な情報を解析したいときに，窓 Fourier変換（短時間 Fourier

変換，Gabor変換とも）やウェーブレット変換が用いられる．窓 Fourier変
換は解析したい関数に窓関数 g ∈ L1(Qp) ∩ L2(Qp)を動かすことで，局所的
な時間における周波数解析を行えるのが特徴である．f ∈ L2(Qp)に対して，
p進窓 Fourier変換を

(Gφf)(b, ξ) =
1

∥g∥2

∫

Qp

f(x)φ(x− b)χp(ξx)dx, b, ξ ∈ Qp

と定める（[4]を見よ）．またウェーブレット変換は，ウェーブレットと呼ば
れる有限時間長，もしくは時間減衰する関数の拡大縮小で信号を解析する手
法である（[1]を見よ）．ψ ∈ L1(Qp) ∩ L2(Qp)が

cψ =
∫

Qp

|ψ̂(a)|2

|a|p
da < ∞,

を満たすとき，ψを（p進）ウェーブレットという．α ∈ Rとする．f ∈ L2(Qp)
に対して，p進（連続）ウェーブレット変換を

(Ωψf)(a, b) =
1

√
cψ|a|αp

∫

Qp

f(x)ψ

(
x− b

a

)
dx

と定める（[3]を見よ）．ここで， g(x)は g(x)の複素共役を表す．
Stockwell変換（S変換）は窓Fourier変換とウェーブレット変換のハイブ

リット変換と言われている．1996年にR. G. Stockwell, L. Mansinha, R. P.
Loweによって [5]で提案されたもので，現在その応用が注目されている変換

2

を満たすとき，Ãを（p 進）ウェーブレットという．α∈Rとする．f ∈L2（Qp）に対して，
p 進（連続）ウェーブレット変換を

変換を組み合わせた変換が，近年注目されている Stockwell変換である（[2]，
[5]，[7]を見よ）．

x ∈ Qp，|x|p = xγに対して，xの小数部分を次のように定める．

{x}p =
{

0 if γ ≥ 0 or x = 0,
pγ(x0 + x1p+ · · ·+ x|γ|−1p

|γ|−1) if γ < 0.

これを用いて，Qpの加法群としての指標を χp(ξx) = exp(2πi{ξx}p)とおき，
f ∈ L2(Qp)に対して，

F [f ](ξ) =
∫

Qp

f(x)χp(ξx)dx

を f の p進 Fourier変換という．
時間局所的な情報を解析したいときに，窓 Fourier変換（短時間 Fourier

変換，Gabor変換とも）やウェーブレット変換が用いられる．窓 Fourier変
換は解析したい関数に窓関数 g ∈ L1(Qp) ∩ L2(Qp)を動かすことで，局所的
な時間における周波数解析を行えるのが特徴である．f ∈ L2(Qp)に対して，
p進窓 Fourier変換を

(Gφf)(b, ξ) =
1

∥g∥2

∫

Qp

f(x)φ(x− b)χp(ξx)dx, b, ξ ∈ Qp

と定める（[4]を見よ）．またウェーブレット変換は，ウェーブレットと呼ば
れる有限時間長，もしくは時間減衰する関数の拡大縮小で信号を解析する手
法である（[1]を見よ）．ψ ∈ L1(Qp) ∩ L2(Qp)が

cψ =
∫

Qp

|ψ̂(a)|2

|a|p
da < ∞,

を満たすとき，ψを（p進）ウェーブレットという．α ∈ Rとする．f ∈ L2(Qp)
に対して，p進（連続）ウェーブレット変換を

(Ωψf)(a, b) =
1

√
cψ|a|αp

∫

Qp

f(x)ψ

(
x− b

a

)
dx

と定める（[3]を見よ）．ここで， g(x)は g(x)の複素共役を表す．
Stockwell変換（S変換）は窓Fourier変換とウェーブレット変換のハイブ

リット変換と言われている．1996年にR. G. Stockwell, L. Mansinha, R. P.
Loweによって [5]で提案されたもので，現在その応用が注目されている変換

2

と定める（［3］を見よ）．ここで，Ã（x）は Ã（x）の複素共役を表す．
Stockwell 変換（S 変換）は窓 Fourier 変換とウェーブレット変換のハイブリット変

換と言われている．1996年に R.G. Stockwell，L. Mansinha，R.P. Lowe によって［5］で
提案されたもので，現在その応用が注目されている変換である．本稿では，p 進数体上
の複素数値関数に対する Stockwell 変換を定め，逆変換やその性質を見る．以下，
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である．本稿では，p進数体上の複素数値関数に対する Stockwell変換を定
め，逆変換やその性質を見る．以下，

Sγ = {x ∈ Qp | |x|p = pγ },
Bγ = {x ∈ Qp | |x|p ≤ pγ }

とする．

2 Known Results

加法群としてのQp上の指標 χpについて，次が成り立つ．

Lemma 2.1

λ (ξ, γ; k0) =
∫

Sγ ,x0=k0
χp

(
|ξ|−1

p x
)
dx

=

{
χp

(
|ξ|−1

p p−γk
)
pγ−1, if |ξ|p ≤ p−γ+1

0, if |ξ|p ≥ p−γ+2,

が成立する．さらに一般に，

λ (ξ, γ; k0, · · · , kl) =
∫

Sγ ,x0=k0,···,xl=kl

χp

(
|ξ|−1

p x
)
dx

=

{
χp

(
|ξ|−1

p p−γ
(
k0 + · · ·+ klp

l
))

pγ−l−1, if |ξ|p ≤ pγ−l−1

0, if |ξ|p ≥ pγ−l

が成り立つ．

この Lemmaの証明は，[4] を参照されたい．また，単純な変数変換を用いる
ことで，次の命題を得る．

Proposition 2.2 f ∈ L2(Qp)は p進ノルム |x|pにのみ依存する関数とする．
このとき，関数 ψ ∈ L2(Qp)に対して，次が成立する：

∫

Qp

f (|x|p)ψ(ξx)dx =
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また Stockwell 変換が，窓 Fourier 変換と同様の形をしていることから，次がわかる．
Theorem 3.3　　作用素AをTheorem 3.3 作用素Aを

(AF )(ξ) =
∫

Qp

F (q, ξ)dq

で定める．このとき，任意の f ∈ L2(Qp)に対して，

f = −F−1ASφf

が成り立つ．

p進 Stockwell変換の等長性を示すために，次の補題を準備する：

Lemma 3.4 任意の η ∈ Qpと g ∈ L2(Qp)に対して，次が成り立つ：
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つまり上の補題の左辺の式は，実は η ∈ Qp \ {0} によらずに定まることがわ
かる．この右辺の式が，実はウェーブレットの許容条件と対応している．実
際，次の p進 Stockwell変換版の許容条件が，上記の式になるのである．
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.
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∫

Qp

������g
(
η − ξ

ξ

)�����
2
dξ

|ξ|p
=

∫

Qp

|�g(σ − 1)|2

|σ|p
dσ.

Proof p進解析における変数変換の公式
∫

K
f(x)dx =

∫

K1

|σ′(y)|p f(σ(y))dy

([6]を見よ)を用いると，
∫

Qp

������g
(
η − ξ

ξ

)�����
2
dξ

|ξ|p
=

∫

Qp

|�g (σ − 1)|2
�����
σ

η

�����
p

����
η

σ2

����
p
dσ

=
∫

Qp

|�g(σ − 1)|2

|σ|p
dσ.

つまり上の補題の左辺の式は，実は η ∈ Qp \ {0} によらずに定まることがわ
かる．この右辺の式が，実はウェーブレットの許容条件と対応している．実
際，次の p進 Stockwell変換版の許容条件が，上記の式になるのである．

Theorem 3.5 窓関数 g ∈ L2(Qp)は ∥g∥L2(Qp) = 1を満たし，許容条件

cφ =
∫

Qp

| �φ(ξ − 1)|2

|ξ|p
dξ < ∞.

が成り立つとする．このとき，任意の f, h ∈ L2(Qp)に対して，次が成立する：

(f, h)L2(Qp) =
1

cg

∫

Qp

∫

Qp

Sgf(b, ξ)Sgh(b, ξ)
dbdξ

|ξ|p
.

5

が成り立つ．
p 進 Stockwell 変換の等長性を示すために，次の補題を準備する：
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(AF )(ξ) =
∫
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F (q, ξ)dq

で定める．このとき，任意の f ∈ L2(Qp)に対して，

f = −F−1ASφf

が成り立つ．

p進 Stockwell変換の等長性を示すために，次の補題を準備する：

Lemma 3.4 任意の η ∈ Qpと g ∈ L2(Qp)に対して，次が成り立つ：
∫

Qp
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(
η − ξ

ξ

)�����
2
dξ

|ξ|p
=

∫

Qp

|�g(σ − 1)|2

|σ|p
dσ.

Proof p進解析における変数変換の公式
∫

K
f(x)dx =

∫

K1

|σ′(y)|p f(σ(y))dy

([6]を見よ)を用いると，
∫
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(
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=

∫

Qp

|�g (σ − 1)|2
�����
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∫
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dσ.

つまり上の補題の左辺の式は，実は η ∈ Qp \ {0} によらずに定まることがわ
かる．この右辺の式が，実はウェーブレットの許容条件と対応している．実
際，次の p進 Stockwell変換版の許容条件が，上記の式になるのである．

Theorem 3.5 窓関数 g ∈ L2(Qp)は ∥g∥L2(Qp) = 1を満たし，許容条件

cφ =
∫

Qp

| �φ(ξ − 1)|2

|ξ|p
dξ < ∞.

が成り立つとする．このとき，任意の f, h ∈ L2(Qp)に対して，次が成立する：

(f, h)L2(Qp) =
1

cg

∫

Qp

∫

Qp

Sgf(b, ξ)Sgh(b, ξ)
dbdξ

|ξ|p
.

5
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Proof　p 進解析における変数変換の公式

Theorem 3.3 作用素Aを

(AF )(ξ) =
∫

Qp

F (q, ξ)dq

で定める．このとき，任意の f ∈ L2(Qp)に対して，

f = −F−1ASφf

が成り立つ．

p進 Stockwell変換の等長性を示すために，次の補題を準備する：

Lemma 3.4 任意の η ∈ Qpと g ∈ L2(Qp)に対して，次が成り立つ：
∫

Qp

������g
(
η − ξ

ξ

)�����
2
dξ

|ξ|p
=

∫

Qp

|�g(σ − 1)|2

|σ|p
dσ.

Proof p進解析における変数変換の公式
∫

K
f(x)dx =

∫

K1

|σ′(y)|p f(σ(y))dy

([6]を見よ)を用いると，
∫

Qp

������g
(
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2
dξ

|ξ|p
=

∫
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�����
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�����
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����
η

σ2

����
p
dσ

=
∫

Qp

|�g(σ − 1)|2

|σ|p
dσ.

つまり上の補題の左辺の式は，実は η ∈ Qp \ {0} によらずに定まることがわ
かる．この右辺の式が，実はウェーブレットの許容条件と対応している．実
際，次の p進 Stockwell変換版の許容条件が，上記の式になるのである．

Theorem 3.5 窓関数 g ∈ L2(Qp)は ∥g∥L2(Qp) = 1を満たし，許容条件

cφ =
∫

Qp

| �φ(ξ − 1)|2

|ξ|p
dξ < ∞.

が成り立つとする．このとき，任意の f, h ∈ L2(Qp)に対して，次が成立する：

(f, h)L2(Qp) =
1

cg

∫

Qp

∫

Qp

Sgf(b, ξ)Sgh(b, ξ)
dbdξ

|ξ|p
.

5

（［6］を見よ） を用いると，

Theorem 3.3 作用素Aを

(AF )(ξ) =
∫

Qp

F (q, ξ)dq

で定める．このとき，任意の f ∈ L2(Qp)に対して，

f = −F−1ASφf

が成り立つ．

p進 Stockwell変換の等長性を示すために，次の補題を準備する：

Lemma 3.4 任意の η ∈ Qpと g ∈ L2(Qp)に対して，次が成り立つ：
∫

Qp

������g
(
η − ξ

ξ

)�����
2
dξ

|ξ|p
=

∫

Qp

|�g(σ − 1)|2

|σ|p
dσ.

Proof p進解析における変数変換の公式
∫

K
f(x)dx =

∫

K1

|σ′(y)|p f(σ(y))dy

([6]を見よ)を用いると，
∫

Qp

������g
(
η − ξ

ξ

)�����
2
dξ

|ξ|p
=

∫

Qp

|�g (σ − 1)|2
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η
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����
η
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p
dσ

=
∫

Qp

|�g(σ − 1)|2

|σ|p
dσ.

つまり上の補題の左辺の式は，実は η ∈ Qp \ {0} によらずに定まることがわ
かる．この右辺の式が，実はウェーブレットの許容条件と対応している．実
際，次の p進 Stockwell変換版の許容条件が，上記の式になるのである．

Theorem 3.5 窓関数 g ∈ L2(Qp)は ∥g∥L2(Qp) = 1を満たし，許容条件

cφ =
∫

Qp

| �φ(ξ − 1)|2

|ξ|p
dξ < ∞.

が成り立つとする．このとき，任意の f, h ∈ L2(Qp)に対して，次が成立する：

(f, h)L2(Qp) =
1

cg

∫

Qp

∫

Qp

Sgf(b, ξ)Sgh(b, ξ)
dbdξ

|ξ|p
.

5

つまり上の補題の左辺の式は，実は ´∈ Q p\｛ 0 ｝によらずに定まることがわかる．こ
の右辺の式が，実はウェーブレットの許容条件と対応している．実際，次の p 進
Stockwell 変換版の許容条件が，上記の式になるのである．
Theorem 3.5　　窓関数 g ∈ L2（Q p）は ||g||L2（Qp）＝1を満たし，許容条件

Theorem 3.3 作用素Aを

(AF )(ξ) =
∫

Qp

F (q, ξ)dq

で定める．このとき，任意の f ∈ L2(Qp)に対して，

f = −F−1ASφf

が成り立つ．

p進 Stockwell変換の等長性を示すために，次の補題を準備する：

Lemma 3.4 任意の η ∈ Qpと g ∈ L2(Qp)に対して，次が成り立つ：
∫

Qp

������g
(
η − ξ

ξ

)�����
2
dξ

|ξ|p
=

∫

Qp

|�g(σ − 1)|2

|σ|p
dσ.

Proof p進解析における変数変換の公式
∫

K
f(x)dx =

∫

K1

|σ′(y)|p f(σ(y))dy

([6]を見よ)を用いると，
∫

Qp

������g
(
η − ξ

ξ

)�����
2
dξ

|ξ|p
=

∫

Qp

|�g (σ − 1)|2
�����
σ

η

�����
p

����
η

σ2

����
p
dσ

=
∫

Qp

|�g(σ − 1)|2

|σ|p
dσ.

つまり上の補題の左辺の式は，実は η ∈ Qp \ {0} によらずに定まることがわ
かる．この右辺の式が，実はウェーブレットの許容条件と対応している．実
際，次の p進 Stockwell変換版の許容条件が，上記の式になるのである．

Theorem 3.5 窓関数 g ∈ L2(Qp)は ∥g∥L2(Qp) = 1を満たし，許容条件

cφ =
∫

Qp

| �φ(ξ − 1)|2

|ξ|p
dξ < ∞.

が成り立つとする．このとき，任意の f, h ∈ L2(Qp)に対して，次が成立する：

(f, h)L2(Qp) =
1

cg

∫

Qp

∫

Qp

Sgf(b, ξ)Sgh(b, ξ)
dbdξ

|ξ|p
.

5

変換を組み合わせた変換が，近年注目されている Stockwell変換である（[2]，
[5]，[7]を見よ）．

x ∈ Qp，|x|p = xγに対して，xの小数部分を次のように定める．

{x}p =
{

0 if γ ≥ 0 or x = 0,
pγ(x0 + x1p+ · · ·+ x|γ|−1p

|γ|−1) if γ < 0.

これを用いて，Qpの加法群としての指標を χp(ξx) = exp(2πi{ξx}p)とおき，
f ∈ L2(Qp)に対して，

F [f ](ξ) =
∫

Qp

f(x)χp(ξx)dx

を f の p進 Fourier変換という．
時間局所的な情報を解析したいときに，窓 Fourier変換（短時間 Fourier

変換，Gabor変換とも）やウェーブレット変換が用いられる．窓 Fourier変
換は解析したい関数に窓関数 g ∈ L1(Qp) ∩ L2(Qp)を動かすことで，局所的
な時間における周波数解析を行えるのが特徴である．f ∈ L2(Qp)に対して，
p進窓 Fourier変換を

(Gφf)(b, ξ) =
1

∥g∥2

∫

Qp

f(x)φ(x− b)χp(ξx)dx, b, ξ ∈ Qp

と定める（[4]を見よ）．またウェーブレット変換は，ウェーブレットと呼ば
れる有限時間長，もしくは時間減衰する関数の拡大縮小で信号を解析する手
法である（[1]を見よ）．ψ ∈ L1(Qp) ∩ L2(Qp)が

cψ =
∫

Qp

|ψ̂(a)|2

|a|p
da < ∞,

を満たすとき，ψを（p進）ウェーブレットという．α ∈ Rとする．f ∈ L2(Qp)
に対して，p進（連続）ウェーブレット変換を

(Ωψf)(a, b) =
1

√
cψ|a|αp

∫

Qp

f(x)ψ

(
x− b

a

)
dx

と定める（[3]を見よ）．ここで， g(x)は g(x)の複素共役を表す．
Stockwell変換（S変換）は窓Fourier変換とウェーブレット変換のハイブ

リット変換と言われている．1996年にR. G. Stockwell, L. Mansinha, R. P.
Loweによって [5]で提案されたもので，現在その応用が注目されている変換

2

変換を組み合わせた変換が，近年注目されている Stockwell変換である（[2]，
[5]，[7]を見よ）．

x ∈ Qp，|x|p = xγに対して，xの小数部分を次のように定める．

{x}p =
{

0 if γ ≥ 0 or x = 0,
pγ(x0 + x1p+ · · ·+ x|γ|−1p

|γ|−1) if γ < 0.

これを用いて，Qpの加法群としての指標を χp(ξx) = exp(2πi{ξx}p)とおき，
f ∈ L2(Qp)に対して，

F [f ](ξ) =
∫

Qp

f(x)χp(ξx)dx

を f の p進 Fourier変換という．
時間局所的な情報を解析したいときに，窓 Fourier変換（短時間 Fourier

変換，Gabor変換とも）やウェーブレット変換が用いられる．窓 Fourier変
換は解析したい関数に窓関数 g ∈ L1(Qp) ∩ L2(Qp)を動かすことで，局所的
な時間における周波数解析を行えるのが特徴である．f ∈ L2(Qp)に対して，
p進窓 Fourier変換を

(Gφf)(b, ξ) =
1

∥g∥2

∫

Qp

f(x)φ(x− b)χp(ξx)dx, b, ξ ∈ Qp

と定める（[4]を見よ）．またウェーブレット変換は，ウェーブレットと呼ば
れる有限時間長，もしくは時間減衰する関数の拡大縮小で信号を解析する手
法である（[1]を見よ）．ψ ∈ L1(Qp) ∩ L2(Qp)が

cψ =
∫

Qp

|ψ̂(a)|2

|a|p
da < ∞,

を満たすとき，ψを（p進）ウェーブレットという．α ∈ Rとする．f ∈ L2(Qp)
に対して，p進（連続）ウェーブレット変換を

(Ωψf)(a, b) =
1

√
cψ|a|αp

∫

Qp

f(x)ψ

(
x− b

a

)
dx

と定める（[3]を見よ）．ここで， g(x)は g(x)の複素共役を表す．
Stockwell変換（S変換）は窓Fourier変換とウェーブレット変換のハイブ

リット変換と言われている．1996年にR. G. Stockwell, L. Mansinha, R. P.
Loweによって [5]で提案されたもので，現在その応用が注目されている変換

2

が成り立つとする．このとき，任意の f, h ∈ L2（Qp）に対して，次が成立する：

Theorem 3.3 作用素Aを

(AF )(ξ) =
∫

Qp

F (q, ξ)dq

で定める．このとき，任意の f ∈ L2(Qp)に対して，

f = −F−1ASφf

が成り立つ．

p進 Stockwell変換の等長性を示すために，次の補題を準備する：

Lemma 3.4 任意の η ∈ Qpと g ∈ L2(Qp)に対して，次が成り立つ：
∫

Qp

������g
(
η − ξ

ξ

)�����
2
dξ

|ξ|p
=

∫

Qp

|�g(σ − 1)|2

|σ|p
dσ.

Proof p進解析における変数変換の公式
∫

K
f(x)dx =

∫

K1

|σ′(y)|p f(σ(y))dy

([6]を見よ)を用いると，
∫

Qp

������g
(
η − ξ

ξ

)�����
2
dξ

|ξ|p
=

∫

Qp

|�g (σ − 1)|2
�����
σ

η

�����
p

����
η

σ2

����
p
dσ

=
∫

Qp

|�g(σ − 1)|2

|σ|p
dσ.

つまり上の補題の左辺の式は，実は η ∈ Qp \ {0} によらずに定まることがわ
かる．この右辺の式が，実はウェーブレットの許容条件と対応している．実
際，次の p進 Stockwell変換版の許容条件が，上記の式になるのである．

Theorem 3.5 窓関数 g ∈ L2(Qp)は ∥g∥L2(Qp) = 1を満たし，許容条件

cφ =
∫

Qp

| �φ(ξ − 1)|2

|ξ|p
dξ < ∞.

が成り立つとする．このとき，任意の f, h ∈ L2(Qp)に対して，次が成立する：

(f, h)L2(Qp) =
1

cg

∫

Qp

∫

Qp

Sgf(b, ξ)Sgh(b, ξ)
dbdξ

|ξ|p
.

5Proof　　f ∈ L2（Qp）の像 Sg f（b, »）に，パラメータ b に対する Fourier 変換を用いるこ
とで，

Proof f ∈ L2(Qp)の像 Sgf(b, ξ)に，パラメータ bに対する Fourier変換を
用いることで，

Fb→η[Sgf(b, ξ)](η, ξ) =
∫

Qp

(
|ξ|p

∫

Qp

f(x)g(ξ(x− b))χp(xξ)dx

)
χp(bη)db

=
∫

Qp

|ξ|pf(x)χp(xξ)

(∫

Qp

g(ξ(x− b))χp(bη)db

)
dx

= −
∫

Qp

f(x)χp(xξ)χp(xη)

(∫

Qp

g(b)χp(bη/ξ)db

)
dx

= −
∫

Qp

f(x)χp(x(ξ + η))ĝ(η/ξ)dx

= −f̂(ξ + η)ĝ(η/ξ)

を得る．このとき，任意の f, h ∈ L2(Qp)に対して，上の補題より，

(Sgf(b, ξ), Sgh(b, ξ))L2(Q2
p,dξdb/|ξ|p) = (Fb→η[Sgf(b, ξ)],Fb→η[Sgh(b, ξ)])L2(Q2

p)

=
∫

Qp

∫

Qp

f̂(ξ + η)ĝ(η/ξ)ĥ(ξ + η)ĝ(η/ξ)
dξdη

|ξ|p

=
∫

Qp

∫

Qp

f̂(η)ĥ(η)

�����ĝ
(
η − ξ

ξ

)�����
2
dξdη

|ξ|p
= cg

∫

Qp

f̂(η)ĥ(η)dη

= cg(f, h)L2(Qp).

すなわち，上の式で f = hと取ることで，この定理から作用素 cgSφ :
L2(Qp) → L2(Q2

p, dξdb/|ξ|p)は等長であることがわかる．さらにこの定理よ
り，任意の f ∈ L2(Qp)に対して，弱い意味での再生公式

f(x) =
1

cφ

∫

Qp

∫

Qp

Sgf(b, ξ)g(ξ(x− b))χp(ibx)
dξdb

|ξ|p

が成り立つこともわかる．

Theorem 3.6 f ∈ L2(Qp)を任意の階段関数，すなわち，x = |x|−1
p (x0 +

x1p+ x2p
2 + · · ·)に対して，

f(x) = f(x0|x|−1
p )

6

を得る．このとき，任意の f, h ∈ L2（Qp）に対して，上の補題より，
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Proof f ∈ L2(Qp)の像 Sgf(b, ξ)に，パラメータ bに対する Fourier変換を
用いることで，

Fb→η[Sgf(b, ξ)](η, ξ) =
∫

Qp
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|ξ|p
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)
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∫
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∫
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∫

Qp

f(x)χp(x(ξ + η))ĝ(η/ξ)dx

= −f̂(ξ + η)ĝ(η/ξ)

を得る．このとき，任意の f, h ∈ L2(Qp)に対して，上の補題より，

(Sgf(b, ξ), Sgh(b, ξ))L2(Q2
p,dξdb/|ξ|p) = (Fb→η[Sgf(b, ξ)],Fb→η[Sgh(b, ξ)])L2(Q2
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=
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Qp
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f̂(ξ + η)ĝ(η/ξ)ĥ(ξ + η)ĝ(η/ξ)
dξdη
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=
∫
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∫
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ξ
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2
dξdη

|ξ|p
= cg

∫

Qp

f̂(η)ĥ(η)dη

= cg(f, h)L2(Qp).

すなわち，上の式で f = hと取ることで，この定理から作用素 cgSφ :
L2(Qp) → L2(Q2

p, dξdb/|ξ|p)は等長であることがわかる．さらにこの定理よ
り，任意の f ∈ L2(Qp)に対して，弱い意味での再生公式
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6と表せるものとする．また，g ∈ L2（Qp）はノルム |x |p にのみ依存する関数とする．こ
のとき，q, » ∈Qp，|q |p＝p°q に対して，次が成り立つ：
と表せるものとする．また，g ∈ L2(Qp)はノルム |x|pにのみ依存する関数と
する．このとき，q, ξ ∈ Qp，|q|p = pγq に対して，次が成り立つ：

(Sgf) (q, ξ) = |ξ|p
∑
γ>γq

p−1∑
k=1

f(kp−γ)g (|ξ|ppγ)λ(ξ, γ; k)

+|ξ|pg(|ξ|pγq)
∑
γ<γq

f(kp−γ)λ(ξ, γ; k)

+|ξ|p
∞∑
k=0

f(kp−γq)g(|ξ|ppγq−k) (λ(ξ, γq; q0, . . . , qk−1)− λ(ξ, γq; q0, . . . , qk)) .

Proof x, q, ξ ∈ Qp はそれぞれ，次の p進展開が可能であるとする．

x = p−γ(x0 + x1p+ x2p
2 + · · ·),

q = p−γq(q0 + q1p+ q2p
2 + · · ·),

ξ = p−γξ(ξ0 + ξ1p+ ξ2p
2 + · · ·).

このとき，積分領域を分割し，Stockwell変換を以下のように分けて考える．

(Sgf) (b, ξ) = |ξ|p
∫

Qp

f(x)g (ξ(x− b))χp(xξ)dx

= I1 + I2 + I3. (2)

ここで，

I1 = |ξ|p
∫

|x|p>|q|p
f(x)g (ξ(x− q))χp(xξ)dx,

I2 = |ξ|p
∫

|x|p<|q|p
f(x)g (ξ(x− q))χp(xξ)dx,

I3 = |ξ|p
∫

|x|p=|q|p
f(x)g (ξ(x− q))χp(xξ)dx

である．ξ′ = (ξ0 + ξ1p+ · · ·)−1とおく．I1に対して， x = ξ′x′と変数変換す
ると，

I1 = |ξ|p
∫

|x|p>|q|p
f(x)g (|ξ|p|x|p)χp(xξ)dx

= |ξ|p
∑
γ>γq

∫

Sγ

f(x)g (|ξ|p|x|p)χp(xξ)dx

= |ξ|p
∑
γ>γq

f(pγ)g (|ξ|ppγ)
∫

Sγ

χp(xξ)dx

= |ξ|p
∑
γ>γq

f(pγ)g (|ξ|ppγ)λ(ξ, γ).

7
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|x|p>|q|p
f(x)g (ξ(x− q))χp(xξ)dx,

I2 = |ξ|p
∫

|x|p<|q|p
f(x)g (ξ(x− q))χp(xξ)dx,

I3 = |ξ|p
∫

|x|p=|q|p
f(x)g (ξ(x− q))χp(xξ)dx

である．ξ′ = (ξ0 + ξ1p+ · · ·)−1とおく．I1に対して， x = ξ′x′と変数変換す
ると，

I1 = |ξ|p
∫

|x|p>|q|p
f(x)g (|ξ|p|x|p)χp(xξ)dx

= |ξ|p
∑
γ>γq
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7上と同様にして，I2と I3も，上と同様にして，I2と I3も，

I2 = |ξ|pg (|ξ|p|q|p)
∫

|x|p<|q|p
f(x)χp(xξ)dx

= |ξ|pg (|ξ|ppγq)
∑
γ<γq

∫

Sγ

f(pγ)χp(xξ)dx

= |ξ|pg (|ξ|pqγq)
∑
γ<γq

f(pγ)λ(ξ, γ),

I3 = |ξ|p
∫

Sγq

f(x)g (|ξ|p|x− q|p)χp(xξ)dx

= |ξ|pf(pγq)
∞∑
k=0

∫

Sγq ,x0=q0,···,xk−1=qk−1,xk ̸=qk

g (|ξ|p|x− q|p)χp(ξx)dx

= |ξ|pf(pγq)
∞∑
k=0

g (|ξ|p|q|p|pk|p)
∫

Sγq ,x0=q0,···,xk−1=qk−1,xk ̸=qk

χp(ξx)dx

= |ξ|pf(pγq)
∞∑
k=0

g (|ξ|ppγq−k)(λ(ξ, γq; q0, · · · , qk−1)− λ(ξ, γq; q0, · · · , qk)).

I1，I2，I3を (2)式に代入することで，主張の式を得る．

上の定理と同様の証明の手法で，次の結果も得られる．

Corollary 3.7 f ∈ L2(Qp)と g ∈ L2(Qp)はノルム |x|pにのみ依存する関数
とする．このとき，q, ξ ∈ Qpと |q|p = pγq に対して，次が成り立つ：

(Sgf) (b, ξ) = |ξ|p
∑
γ>γq

f(pγ)g (|ξ|ppγ)λ(ξ, γ)

+|ξ|pg(|ξ|pγq)
∑
γ<γq

f(pγ)λ(ξ, γ)

+|ξ|pf(pγq)
∞∑
k=0

g(|ξ|ppγq−k) (λ(ξ, γq; q0, . . . , qk−1)− λ(ξ, γq; q0, . . . , qk)) .
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I1，I2，I3を（2）式に代入することで，主張の式を得る．
上の定理と同様の証明の手法で，次の結果も得られる．

Corollary 3.7　　f ∈ L2（Qp）と g ∈ L2（Qp）はノルム |x |p にのみ依存する関数とする．
このとき，q, » ∈ Qp と |q |p＝p°q に対して，次が成り立つ：
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上と同様にして，I2と I3も，

I2 = |ξ|pg (|ξ|p|q|p)
∫

|x|p<|q|p
f(x)χp(xξ)dx

= |ξ|pg (|ξ|ppγq)
∑
γ<γq

∫

Sγ

f(pγ)χp(xξ)dx

= |ξ|pg (|ξ|pqγq)
∑
γ<γq

f(pγ)λ(ξ, γ),

I3 = |ξ|p
∫

Sγq

f(x)g (|ξ|p|x− q|p)χp(xξ)dx

= |ξ|pf(pγq)
∞∑
k=0

∫

Sγq ,x0=q0,···,xk−1=qk−1,xk ̸=qk

g (|ξ|p|x− q|p)χp(ξx)dx

= |ξ|pf(pγq)
∞∑
k=0

g (|ξ|p|q|p|pk|p)
∫

Sγq ,x0=q0,···,xk−1=qk−1,xk ̸=qk

χp(ξx)dx

= |ξ|pf(pγq)
∞∑
k=0

g (|ξ|ppγq−k)(λ(ξ, γq; q0, · · · , qk−1)− λ(ξ, γq; q0, · · · , qk)).

I1，I2，I3を (2)式に代入することで，主張の式を得る．

上の定理と同様の証明の手法で，次の結果も得られる．

Corollary 3.7 f ∈ L2(Qp)と g ∈ L2(Qp)はノルム |x|pにのみ依存する関数
とする．このとき，q, ξ ∈ Qpと |q|p = pγq に対して，次が成り立つ：

(Sgf) (b, ξ) = |ξ|p
∑
γ>γq

f(pγ)g (|ξ|ppγ)λ(ξ, γ)

+|ξ|pg(|ξ|pγq)
∑
γ<γq

f(pγ)λ(ξ, γ)

+|ξ|pf(pγq)
∞∑
k=0

g(|ξ|ppγq−k) (λ(ξ, γq; q0, . . . , qk−1)− λ(ξ, γq; q0, . . . , qk)) .
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