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ホップ数を考慮した容量制約をもつネットワーク設計問題 
Hop-Constrained.Capacitated.Network.Design.Problem

１. はじめに

今日の物流・ロジスティクスは、輸送ネッ

トワークやロジスティクスネットワークと

いったネットワーク上で展開されている。こ

のような物流・ロジスティクスを始めとする

様々なネットワークの形態を決める数理的な

問題がネットワーク設計問題である。ここで

は、ネットワーク設計問題の中の基本的な問

題、すなわちネットワーク上の輸送路線など

のアークにかかる固定的なデザイン費用と輸

送であるフローにかかる変動的なフロー費用

を考慮して、アークを適切に選択することに

よりネットワークを形成し、かつ異なる始点

と終点もつ複数種類の荷物である品種の経路

を決める問題を対象とする。

一般的なネットワーク設計問題はNP－困

難 な 問 題 で あ る こ と が 知 ら れ て い る

（Magnanti and Wong 1984）。また、ネット

ワーク設計問題の現実問題への応用に関して

は、Magnanti et al.（1986） やPowell and 

Sheffi（1989） に 詳 し い 記 述 が な さ れ、

Balakrish-nan et al. （1997）、Costa （2005）、

Crainic （2003）、 Gendron et al. （1997）、

Magnanti and Wong（1984）、Minoux （1989）、

Wong （1984, 1985）、Yaghini and Rahbar 

（2012）などがサーベイを示している。

［要約］　本研究では、ホップ数を考慮した容量制約をもつネットワーク設計問題に対して、ホップ

数変数による定式化と限定されたパスによる定式化を示し、限定されたパスによる定式化に対し

て容量スケーリング法を用いた近似解法を提案する。続いて、最適化ソルバーと提案した容量スケー

リング法による近似解法を用いた数値実験を行ない、定式化と解法の有効性を検討する。ホップ

数変数による定式化と最適化シルバーを組合せた場合では誤差の小さな解を算出することができ、

限定されたパスによる定式化と容量スケーリング法の組合せでは短時間で比較的良い近似解を算

出することができ、さらに局所分枝法を組み合せることによって計算時間を抑えながら誤差の小さ

な解を算出できることを示す。
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通信ネットワークにおいては、サーバー等

の経由数であるホップ数の大小に通信のフ

ローは大きな影響を受けない。一方、物流・

ロジスティクスでは、配送センターを経由し、

荷物の積替えを行うことによって輸送・配送

を実現している。このような場合、配送セン

ターでは積降し、積替え等の作業により多く

の時間と費用が発生するため、経由する配送

センターの数は限られたものとなる。本研究

では、荷物の輸送経路上で経由する配送セン

ター等の数に上限をもつような問題を対象と

し、輸送経路上の輸送能力を考慮した問題を

対象とする。このような問題を経由回数を考

慮した容量制約をもつネットワーク設計問題

またはホップ数を考慮した容量制約をもつ

ネットワーク設計問題とよぶ。

このようなホップ数を考慮したネットワー

ク設計問題に関連した研究が数多くなされて

いる。Gouveia and Requejo （2001）、Gouveia 

et al. （2011）、Gouveia （1995, 1996）および

Dahl et al. （2006）はホップ数を考慮した最

小木問題、Costa et al. （2009）やVoβ（1999）

はホップ数を考慮したスタイナー木問題、

Balakrishnan and Altinkemer （1992）はホッ

プ数を考慮した通信ネットワーク問題を取り

扱っている。また、Botton et al. （2013）お

よびGouveia et al. （2006）は、ホップ数を考

慮したサバイバルネットワーク設計問題を対

象としている。また、Dahl et al. （1999） や

Dahl and Gouveia （2004）は、ホップ数制約

をもつ最短路問題に対して解析を行ってい

る。

一方、ホップ数を考慮した容量制約をもつ

ネットワーク設計問題に対しては、Thion-

gane et al. （2015）が3種類の非分割フローを

もつ問題の定式化およびラグランジュ緩和を

含むいくつかの緩和問題を示し、列勾配法を

用いた解法を示している。

本研究では、ホップ数を考慮した容量制約

をもつネットワーク設計問題に対して、ホッ

プ数変数による定式化と限定されたパスによ

る定式化を示す。続いて、ホップ数変数によ

る定式化に対しては最適化ソルバーを用いて

解を求めることとし、限定されたパスによる

定式化に対して容量スケーリング法を用いた

近似解法を提案する。 

2 問題の定式化

この節では、ホップ数を考慮した容量制約

をもつネットワーク設計問題の定義および前

提条件、使用する記号を示す。続いて、ホッ

プ数変数によるホップアークフローを用いた

定式化、および限定されたパスフローによる

定式化を示す。

2.1 問題の定義

はじめに、対象とする問題の定義を示す。

定義：（ホップ数を考慮した容量制約をもつ

ネットワーク設計問題）

デザイン費用f、フロー費用c、アーク容量

Cをもつ向きをもつアーク集合Aが与えられ、

ノード集合Nおよび品種の需要dをもつ品種

集合K、および各品種に対するホップ数の上

限Hが与えられている。このとき、品種の需

要を満足し、フロー費用とデザイン費用の合

計を最小にするアーク集合A′（⊆ A）、およ

びアーク容量とホップ数制約を満足するパス
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フローまたはアークフロー xを求めよ。

つづいて、前提条件を示す。 

 ● ノード集合が与えられている。
 ● 向きをもつアーク集合が与えられている。 
 ● アークには、非負のデザイン費用が与えら

れている。 
 ● 複数の品種からなる品種集合が与えられて

いる。 
 ● アークには、品種ごとの単位当たりの非負

のフロー費用が与えられている。 
 ● アークには、単位期間当たりの処理量の上

限であるアーク容量が与えられている。
 ● 各品種ごとの需要が与えられている。 
 ● 各品種ごとに、パスに含まれるノードの経

由数に1を加えたホップ数の上限値が与え

られている。
 ● 各品種の需要は、始点から終点までのいく

つかのパス上を移動する。

ここで、ホップ数は"ノードの経由数+1"と

定義し、これはパス上のアーク数と一致する。

ホップ数を考慮した容量制約をもつネット

ワーク設計問題の定式化で使用する記号の定

義を示す。
 ● N：ノード集合 
 ● A：アーク集合 
 ● K：品種集合 
 ● P：ホップ数制約を満足するパス集合 
 ● Pk：品種kのホップ数制約を満足するパス

集合
 ● P─ ：パス集合Pの部分集合で、生成された

パスの集合
 ● P─ k：品種kパス集合Pkの部分集合で、生成

されたパスの集合 

 ● AP─k：パス集合P─ kのパスに含まれるアーク

集合
 ● c k

ij：アーク（i, j）上における品種kの単位

当たりの非負のフロー費用 
 ● fij：アーク（i, j）の非負のデザイン費用 
 ● Cij：アーク（i, j）のアーク容量 
 ● dk：品種kの需要量 
 ● Hk：品種kのホップ数 
 ●δp

ij：パスpにアーク（i, j）が含まれるとき1、

そうでないとき0を表す定数 
 ● x k

i
h
j：アーク（i, j）上を移動する品種kのフ

ロー量を表すホップ数hのホップアークフ

ロー変数；連続変数 
 ● x k

p：品種kのパスpのパスフロー量を表すパ

スロー変数；連続変数
 ● yij：アーク（i, j）を選択するとき1、そう

でないとき0であるデザイン変数；0-1変数

2.2 ホップ数変数による定式化

ホップ数を考慮した容量制約をもつネット

ワーク設計問題のホップアークフローによる

定式化HNDAを示す。この定式化は、ホッ

プ数変数であるホップアークフローを用いた

ものであり、Thiongane et al. （2015）の非

分割フローに対する定式化を分割フローに対

応させたものである。

ホップ数はパス上の始点からのアーク数で

あり、始点から続くアークをホップ数1、次

のアークをホップ数2などとする。なお、品

種kのホップ数の最大値はHkであり、ホップ

アークフロー変数によりHkを超えるフロー

は存在しないため、すべてのフローはホップ

数制約を満足することができる。

（HNDA）
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（1）式は目的関数であり，第一項はフロー

費用，第二項はデザイン費用であり，それら

の総和を最小化する．フロー費用は，アーク

ごと、品種ごとおよびホップ数ごとのフロー

費用の合計となる。（2）式は、流入するホッ

プアークフローの合計と流出するホップアー

クフローの合計の差が品種kの始点では－dk、

終点ではdkであることを表すフロー保存式で

ある。（3）式は、品種kにおいて、始点と終

点以外のノードでは、流入するホップ数h－

1のホップアークフローと流出するホップ数

hのホップアークフローが一致することを表

すフロー保存式である。この式により、ホッ

プ数の整合性を取ることができる。（4）式は

始点以外のノードから出るホップ数1のホッ

プアークフローの合計は0であり、（5）式は

終点以外のノードに入るホップ数Hkのホッ

プアークフローの合計は0であることを表す。

（6）式は、アーク（i, j）が選択されるとき

はアーク上を移動するホップアークフロー量

の合計がアーク容量以下であり、アークが選

択されないときは0であることを表す容量制

約式である。（7）式は、アーク（i, j）にお

ける品種kに関する強制制約式であり、アー

ク（i, j）が選択されるときはアーク上を移

動する品種kのホップアークフローの合計は

品種kの需要量以下であり、アークが選択さ

れないときは0であることを表す。 （8）式は

ホップパスフロー変数の非負条件、（9）式は

デザイン変数の0－1条件である。 

2.3 ホップ数制約を満足するパスフローによる定式化

定式化に含むパスおよびパスフロー変数の

集合をホップ数制約を満足するものに限定す

る。これにより、ホップ数を考慮した容量制

約をもつネットワーク設計問題の定式化は、

パス集合の定義以外は一般の容量制約をもつ

ネットワーク設計問題の定式化と同一とな

る。この定式化は、Thiongane et al. （2015）

の非分割フローに対する定式化を分割フロー

に対応させたものである。パスフローによる

定式化HNDPを示す。

（HNDP）
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ここで、Pkは品種kのホップ数制約を満足

するパス集合であり、定式化に現れるパスフ

ロー変数はホップ数制約を満足していること

に注意する。（10）式は目的関数であり、フロー

費用とデザイン費用の総和を最小化する。

（11）式は、品種kのパスフローの合計が品種

kの需要dkに一致することを表す需要保存式

である。（12）式は、アーク（i, j）が選択さ

れるときはアーク上を移動するフロー量の合

計がアーク容量以下であり、アークが選択さ

れないときは0であることを表す容量制約式

である。（13）式は、アーク（i, j）における

品種kの需要dkに関する強制制約式である。 

（14）式はパスフロー変数の非負制約であり、 

（15）式はデザイン変数の0－1条件である。 

HNDPは、　　　│Pk│個である指数個のパス

フロー変数、│A│個のデザイン変数と│K│+│A│ 

+│A││K│本の制約式をもつ問題となる。変数

が指数乗個存在するので、小規模な問題で

あってもこの定式化を直接的に解くことは困

難である。実際には、逐次、必要なホップ数

制約を満足するパスフロー変数を生成して問

題を解く列生成法が用いられる。この列生成

法をうまく適用すれば、ホップアークフロー

による定式化の場合よりも、陽的に使用する

変数の数を抑えることができる。

3 定式化 HNDP に対する近似解法

3.1 容量スケーリング法・列生成・行生成・局所分枝法

ホップ数変数による定式化HNDAは、直

接的に最適化ソルバーで解くことにする。こ

こでは、ホップ数制約を満足するパスフロー

による定式化HNDPに対する近似解法を提

案する。

HNDPの取り得るパスは集合で与えられ

ており、ホップ数制約を満足するパスは指数

乗個存在する。このような定式化をもつ線形

計画問題に対しては、変数である列を適時生

成する列生成法が有効である。一方、強制制

約の数も多いため、強制制約に対しては、制

約式である行を適時生成する行生成法が有効

である。

本研究では、線形緩和問題を用いて近似解

を求める手法として、容量スケーリング法、

列生成および行生成を組み合せた解法を使用

する。得られた線形緩和解をもとに、適時、

限定された分枝限定法を行い、元の問題の近

似解を生成する。さらに、これらの解法によ

り得られた近似解に対して、局所分枝法を適

用する。この一連の解法は、一般の容量制約

をもつネットワーク設計計画問題に対して提

案され、有効であることが示されている。こ

の容量スケーリング法、列生成、行生成、限

定分枝限定法、および局所分枝法を組み合せ
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た解法の詳細はKatayama （2014）に詳しい

解説がなされている。

HNDPに対しては、列生成の際に、被約費

用が負となるパスを生成するのではなく、

ホップ数制約を満足し、かつ被約費用が負と

なるパスを生成することに注意する。次の節

では、容量制約をもつネットワーク設計問題

の解法とは大きく異なる列生成法の部分を解

説する。

3.2 限定主問題

容量スケーリング法では、HNDPにおける 

0－1条件を線形緩和した問題HNDPLを対象

とする。ホップ数があるため取り得るパスの

数は限定されているとはいえ、HNDPLは非

常に多くのパスフロー変数を含む。そのため、 

HNDPLを直接解くことは困難である。そこ

で、あらかじめ対象となるすべてのパスフ

ロー変数を含む問題を対象とするのではな

く、逐次、必要なパスフロー変数を生成し、

問題に追加していく。生成するパスフロー変

数が単体法の列に相当することから、このよ

うな方法を列生成法とよぶ。

一方、HNDPLには、非常に多くの強制制

約式が含まれている。しかし、列生成により

生成されたパスフロー変数が含まれる強制制

約式はそれほど多くなく、生成されたパスフ

ロー変数が左辺に含まれていない強制制約式

は不要なものとなる。そこで、生成したパス

フロー変数が初めて左辺に含まれる強制制約

式を逐次生成し、問題に追加する。生成する

制約式が単体法の行に相当することから、こ

のような方法を行生成法とよぶ。

品種kのホップ数の限定されたパスの適当

な部分集合P─ kが求められているものとし、P─

＝（P─ k）とする。このとき、パス集合がP─ に

限 定 さ れ て い る 次 の よ う な 限 定 主 問 題

HNDPL（P─ ）を考える。 

（HNDPL（P─ ））

ここで、AP─kは品種kのパス集合P─ kに含ま

れるアーク集合であり、（19）式はアーク（i, 

j）を通る品種kのパスフロー変数が生成され

ているときのみ存在する強制制約式となる。

この問題は線形計画問題であるため、パス

の部分集合の要素数が少なければ、汎用の最

適化ソルバーを用いて解くことができる。 

3.3 列行生成法と行生成法

HNDPL（P─ ）は変数が限定された問題で

ある。そのため、HNDPL（P─ ）の最適解を

求めるためには、逐次、基底に入るであろう

ホップ数を満足するパスフロー変数を生成し

なければならない。そのために、価格付け問
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題を解き、被約費用が負であり、かつホップ

数を満足するパスフロー変数を求める必要が

ある。このようなパスフロー変数を問題に加

え、この変数に対応するパスをP─ kに加えて、

再度HNDPL（P─ ）を解き直す。この操作を

被約費用が負であるパスフロー変数がなくな

るまで繰り返す。被約費用が負であるパスフ

ロー変数がなければ、HNDPLの最適解が得

られたことになる。

（17）式に対する双対変数をπ、（18）、（19）

式に対する非負の双対変数をu（>─0）、w（>─0）

とする。これらの値は、最適化ソルバーを用

いてHNDPL（P─ ）を最適に解くことにより

求めることができる。なお、（19）式が生成

されていない場合、対応するwは0と考える。

このとき、パスフロー変数xに関する被約

費用は、

となる。 δp
ij（ck

ij+uij+wk
ij）は、アー

ク（i, j）の長さをck
ij+uij+wk

ijとしたとき、パ

スpの長さに相当する。また、πkは現在のパ

ス集合P─ kにおける品種kの最短距離である。

被約費用は「パスpの長さ－現在の最短距離」

であるので、被約費用が負である変数を見つ

けることは現在の最短距離よりも短いパスを

見つけることになる。

πkは定数項として扱えるので、ホップ数

を満足する負のパスフロー変数を見つけるに

は、品種kに対して、ホップ数制約の下で（22）

式の第一項を最小化するパスpを見つければ

良い。したがって、HNDPL（P─ ）における

品種kに関する価格付け問題は、次のような

問題PRPkに帰着される。 

（PRPk）

ここで、品種kの需要に関する強制制約式 

（19）が生成されていない、すなわちAP─kに含

まれない制約式に対するwk
ijは0であること、

またPkはホップ数制約を満足するパス集合

であることに注意する。

PRPkは次のようなアーク（i, j）の長さを 

ck
ij+uij+wk

ijとした品種kに対する始点・終点間

のホップ数制約をもつ最短路問題SPPkに帰

着される。 

（SPPk）

ここで、ψkはSPPkの最適値である。

このSPPkはホップ数制約件である（28）

式をもつ最短路問題であるため、一般的には

容易に最適解を求めることはできない。そこ

で、ラグランジュ乗数λ（>─0）を用いてホッ
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プ数制約である（28）式をラグランジュ緩和

した問題SPPLk（λ）を考える。

（SPPLk（λ））

ここで、φkはSPPLk（λ）の最適値である。

この問題は最短路問題となり、係数が非負

であるのでDijkstra法を用いて容易に解くこ

とができる。

SPPLk（λ）の最適値であるφkは、λに

対して上に凸の微分不可能な関数となる。し

かし、ラグランジュ乗数は1変数のみである

ので、λの値を二分探索法によって設定し、

その都度、SPPLk（λ）を解くことにし、そ

れらの最適値の最大値を求め、φkまたはそ

の近似値とすることにする。 

SPPLk（λ）はSPPkのラグランジュ緩和

問題であるので、その最適値φkはSPPkの下

界値となりφk<ψkとなる。φk－πk<0であれ

ば、SPPLk（λ）の解に対応するψk－πkが

負になる可能性はあるが、φk－πk<ψk－πk

であるため、ψk－πkは必ずしも負になると

は限らない。しかし、SPPLk（λ）の最適解

に対してψk－πk<0で、かつ（28）式を満足

するパスが得られれば、ホップ数制約を満足

する負の被約費用をもつパスが得られたこと

になる。

得られた解において、vk
ij＝1またはvk

ij＝1 

であるアークの集合からなるパスをpkとする

と、pkが生成すべきパス、パスに対応するパ

スフロー変数xk
pkが生成すべき変数となる。

生成したpk上のアークに関して、新たにAP─k

の要素となったアーク集合に対して、品種k

の需要に関する強制制約式を問題に追加す

る。

一方、SPPLk（λ）の最適解においてφk

－πk>─0であれば、ψk－πk>─φk－πk>─0とな

り、被約費用が負となるパスが存在しないこ

とになる。また、すべての品種kについてφk

－πk>─0であれば、被約費用が負である変数

が存在しないため、HNDPLが最適に解けた

ことになる。

ここでは、緩和問題SPPLk（λ）の解から

パスを導出しているため、ホップ数制約であ

る（28）式を満し、被約費用が負となるパス

をすべて生成できる保証はない。しかし、解

法自体が近似解法であるため、被約費用が負

となるパスをすべて生成できなくとも、近似

解を求めることは十分に可能である。 

4 数値実験

ホップ数変数による定式化HNDAおよび

ホップ数制約を満足するパスフローによる定

式化HNDPに対して、数値実験を行なった。

使用した問題は、容量制約をもつネットワー

ク設計問題に対するCrainicらのベンチマー

ク問題であるC問題とR問題（Crainic et al. 

2000）である。それぞれの問題に対して、各

品種のホップ数の上限値は、“すべてのアー
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クを含むネットワーク上での最短経路のホッ

プ数+1”とした。このため、ホップ数の上

限がきついため、いくつかの問題では実行不

可能となっている。

ホップ数変数による定式化HNDAに対し

て、これを最適化ソルバー CPLEXにより解

き、上界値または最適値を求めた。なお、

CPLEXの計算時間が30時間を超えた場合は、

その時点における最良の上界値および下界値

を求めた。

計算環境およびHNDPに対する近似解法

で設定した主なパラメータおよび条件は以下

の通りである。 
 ● 使用OS および言語：UBUNTU 12.4，

　GNU C++ compiler
 ● CPU INTEL i7 3440K 3.4GHz 4Core，

　RAM 24GByte
 ● 最適化ソルバー：CPLEX 12.6（Parallel

　Version）
 ● 容量スケーリングパラメータ：0.025 ～

　0.200
 ● 局所分枝の計算時間の上限：1000 秒
 ● 局所分枝の近傍：10

なお、その他の容量スケーリング法・局所

分 枝 法 に お け る パ ラ メ ー タ はKatayama

（2015）と同一であり、パラメータの内容に

ついては同文献を参照のこと。

C問題に対する上界値と誤差を表1に示す。

表内のCPLEXは最適化ソルバー CPLEXによ

る上界値、CAPは局所分枝法を行わない容

量スケーリング法による上界値、LOBは局

所分枝法を行った容量スケーリング法による

上界値である。これらは実行可能であった33

問題の結果であり、太字は最適値、斜体文字

は3つの方法の中の最良値である。また、

CPLEX（％）はCPLEXによる上界値とCPLEX

による最適値または下界値との誤差であり、

CAP（％）とLOB（％）も同様である。 

CPLEXでは33問中28問、局所分枝法を行っ

た容量スケーリング法では33問中26問の最適

解を求めることができている。また、局所分

枝法を行わない容量スケーリング法は問題 

100/400/010/VLの実行可能解を求めること

ができていない。局所分枝法を行わない容量

スケーリング法の平均誤差は0.83%であった。

また、局所分枝法を行った容量スケーリング

法の平均誤差は0.20%であり、CPLEXの平均

誤差0.18%と同程度となった。

C問 題 に 対 す る 計 算 時 間 を 表2に 示 す。

CPLEXの平均計算時間は24692.7秒と非常に

大きく、最適解を求められなかった5問では

上限の30時間となっている。一方、局所分枝

法を行わない容量スケーリング法の平均計算

時間は91.1秒と短かく、短時間で多くの近似

解を求めることができている。また、局所分

枝法を行った容量スケーリング法の平均計算

時間は1836.5秒であり、局所分枝法を行わな

い方法よりも長いが、CLPEXに比べると計

算時間は1/13程度であり、大幅に計算時間を

削減することができている。 

R問題に対する上界値と誤差を表3および

表4に示す。R問題はr01.1からr18.9まである

が、ここでは、容易に最適解を求めることが

できるか実行不可能となった問題r01.1から

r12.9までを除く問題 r13.1からr18.9までの54

問の結果を示す。なお、表5の平均は54問の
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平均誤差である。

CPLEXでは54問中46問、局所分枝法を行っ

た容量スケーリング法では54問中38問の最適

解を求めることができている。局所分枝法を

行わない容量スケーリング法の平均誤差は 

1.99%と比較的大きいが、局所分枝法を行っ

た容量スケーリング法の平均誤差は0.43%で

あった。一方、CPLEXの平均誤差は0.21%と

小さなものとなっている。

R問 題 に 対 す る 計 算 時 間 を 表5に 示 す。

CPLEXでは20464.1秒を要した。局所分枝法

を行わない容量スケーリング法の計算時間は 

58.9秒であり、非常に短時間で近似解を算出

できている。また、局所分枝法を行った容量

スケーリング法の計算時間は1739.5秒であ

り、CLPEXに比べると計算時間は1/12程度

となり、大幅に計算時間を削減することがで

きている。

5 おわりに

本研究では、ホップ数を考慮した容量制約

をもつネットワーク設計問題に対して、ホッ

プ数変数による定式化と限定されたパスによ

る定式化を示し、限定されたパスによる定式

化に対して容量スケーリング法および局所分

枝法を用いた近似解法を提案した。続いて、

ホップ数変数による定式化に対しては最適化

ソルバーを用いた数値実験、限定されたパス

による定式化に対しては提案した近似解法を

用いた数値実験を行ない、定式化と解法の有

効性を検討した。

ホップ数変数による定式化とCPLEXを組

合せた場合、誤差の小さな解を算出すること

ができたが、大きな計算時間が必要となった。

このため、数値実験で用いた問題よりもさら

に大規模な問題対しては、このまま適用する

ことは困難である。一方、限定されたパスに

よる定式化と容量スケーリング法の組合せ

は、短時間で比較的良い近似解を算出するこ

とができた。さらに局所分枝法を組み合せる

ことによって、計算時間を抑えながら、誤差

の小さな解を算出することがきた。

本研究は科学研究費基盤研究C（課題番号 

25350454）による成果の一部である。
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表1：C問題の上界値と誤差
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表2：C問題の計算時間（秒）

表3：R問題の上界値と誤差（1/2）
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表4：R問題の上界値と誤差（4/4）
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表5：R問題の計算時間（秒）
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